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Exercice
1 0
a) On a detg(ef, €5, e5) = {1 1 0| = —1 donc la famille (e}, e}, ef)est libre , de plus elle a 3
1 1 -1
éléments en dimension 3, donc B’ = (e}, €}, e}) est une base de E.
1 0 1
b) Onalellz=| 1 |, [eblg=|1]etes]z=1] 0
1 1 -1

On vérifie facilement que :

FaleD]s = Maleh]5 = i1, [faleh)]s = Ma [ehls = alebs ot [faleh)]s = Ma [eh] s = (1 — a) [eh]s
Par suite fu(e]) = e}, fu(eh) = a e et fo(eh) = (1 — a)el . Comme les vecteurs e}, e} et es sont
non nuls alors ils sont des vecteurs propres de f, associés respectivement aux valeurs propres 1, a

et 1 —a.

C) OnaP:'PB,B/: 1 1 0

d) FE admet une base, B’ , formée de vecteurs propres de f, , donc f, est diagonalisable, par suite la

matrice M, est diagonalisable.
e) D, =diag(l, a, 1—a).

On considere le systeme différentiel linéaire suivant :

x'(t) 1 1 -1 x(t) x(t)
a) Ona | y(t) |=-2 5 -2 y(t) | =Ms| y(¥)
Z'(t) -2 3 0 z(¢) z(t)

b) Soit Y(t) = P~1X(t). Donc Y'(t) = P71 X’(t) ( car P! est une matrice constante ).
Comme M3 = PD3P~! avec D3 =diag(1, 3, —2) et X'(t) = M3X (t) alors :

Y'(t) = P 'M3X(t)
= P 'PD3P'X(t)
= D3P 'X(1)

ce qui donne ’ Y'(t) = DsY (¢) ‘




vi(t) = yi(t)
c) La relation Y'(t) = D3Y(t) devient yh(t) = 3ya(t)

5
ys(t) = —2y3(t)
Donc ’yl (t) = ael | yo(t) = Be3t et yi(t) = ye= 2 ‘ avec a, 3 et v des constantes réelles

d) Ona X(t) =P Y(t) donc

x(t) 1 0 aet ael +ye=?t
y#) | =11 1 0 Bet = ael + Bedt
2(t) 11 -1 ye~2t ael + Bedt — yem?t
La solution générale de (S) est donnée par
1 0
Xt)=caet | 1| +pe3 | 1| +ve3 | 0 | avec a,8 et v des constantes réelles
1 1 -1

e) Soit X une solution de (S) vérifiant 2(0) = 0, y(0) = 1 et 2(0) = 2, donc les constantes «,3 et
vérifient :
a+v=0 (1)
a+p=1 (2)
a+p—v=2 (3)

Donc | X (t) = et

Probléeme

Partie 1

Cas ol A est une matrice possédant n valeurs propres distinctes

Soit n > 2, et A une matrice possédant n valeurs propres réelles distinctes Aq, .., A, telles que A\ < ... < A,.
On pose D = diag (A\1,.., \p) .

1. a) A une matrice de M, (R) possédant n valeurs propres réelles distinctes, A1,..,\,, donc elle est
diagonalisable , par suite il existe une matrice P inversible de M,,(R) telle que A = PDP~!, avec
D = diag (A1, .., A\n)-
b) Soit R € M,(R) et S= P 'RP.
On a
RP=A«P'R*°P=D&S?*=D

Donc R est une racine carrée de A si, et seulement si S = P~'RP est une racine carrée de D.

2. Soit A une racine carrée de la matrice D donc A2 = D.



a) Ona AD = A3 et DA = A® donc AD = DA.

b) Posons A = (A; ;)1<i<n - Ona D = (X;id;j)1<i<n avec 0; ; le symbole de Kronecker .
1<5<n 1<5<n
Le produit AD a pour coefficients :

Viog, > Aik Ak Ok = Ay A
k=1

et les coefficients de DA sont .

Vi, 7, Z)\i Ok Dryj = Ni Ay

k=1

AD = DA donne A; jA\; = \iA;; Vi, 5, les Ay étant deux a deux distincts donc
Vi#j, Ai;=0
et A est une matrice diagonale.
c) OnaA?=D, A?=diag(6?,...,62) et D = diag(A\1,..,A\,) donc 62 = \; Vi € [1,n].
Supposons qu'il existe ig € [1,n] tel que \;, < 0. Soit R € R,,(A) alors A = P~1RP est une racine de

D.D’aprés la question 2) A est diagonale , A = diag (61, ..., 6,) et 07 = \; Vi € [1,n] , donc 07, =
Aip < 0 ce qui est absurde. Donc R, (A) = @ .

On suppose que 0 < \; < ... < Ay,
a) Une racine carrée de D est de la forme A = diag (01, ...,d,) avec 2 = \; Vi € [1,n], donc
§; = £/\; Vi € [1,n].La réciproque est évidente .
Ainsi : | R, (D) = {diag (e1v/A1,...,enVAn) | (e1,...,6n) € {-1,1}"}
b) Ona R € R,(A) si et seulement si P~"'!RP € R, (D), donc

R, (A) = {Pdiag (e1V/A1,....enVAn) P71 (e1,...,80) € {-1,1}"}

c) Lapplication M — PM P~ est un isomorphisme de M, (R) donc Card(R,(A)) = Card(R,(D)).
Si A1 # 0 alors chaque (g1,...,6,) € {—1,1}" définie un unique élément de R,,(D) donc
Card(R, (D)) = Card({—1,1}") =2" .
Si Ay = 0 alors R, (D) = {diag (0,e2vA2, .., enVAn) | (€2,...,80) € {1, 1}”71} , ce qui donne
Card(R, (D)) = Card({-1,1}""") =21,
Ainsi : | si Ay # 0 Card(R,,(A) = 2" et si \; = 0 Card(Ry,(4) = 2" |

1 00
Soit A= 0 2 1 |.Spr(A4)={1,2,3} donc A est diagonalisable.
0 0 3
1 0
Les sous espaces propres : E1(A) = Vect 0 , Es(A) = Vect 1
0 0
T T =3z 0
Soit X = | y | € E3(A) donc AX = 3X qui s’écrit ¢ 2y + 2z =3y ,on obtient X = | y
z 3z =3z
0
et E3(A) = Vect 1
1



1 0 0 1 0 0
Ona A= PDP~! avec D =diag(1,2,3) ,P=10 1 1|etP'=]0 1 -1

0 01 0 0 1
Ainsi R3(A) = {Pdiag (e1,62V2,e5V3) P71 | (e1,€2,63) € {1, 1}3}.

b)

Partie 2
Cas ou A =diag (M1pn,,..., M\ 1p,)

T

Soit R une racine carrée de I,,, on a R?> = I,,, donc X2 — 1 est un polynéme annulateur de R scindé
a racines simples, donc R est diagonalisable.

Soit R € R, (I,) , donc R est diagonalisable, il existe P inversible et D diagonale telles que
R=PDP !

On a R? = PD?P~! = I,, donc D? = I,, , les éléments diagonaux de D sont des racines carrées de 1,
donc D = diag (e1,...,&n) avec (£1,...,&,) € {—1,1}". Réciproquement les matrices de cette forme

sont racines de I, .

Ainsi | R, (I,) = {Pdiag (¢1,...,e,) P~ | P € GL,(R) et V1 <i < mn,e; € {-1,1}}|

2
Soit A >0 et R € R, (Al,) donc (%R) = 1I,, ,on en déduit que

Ry, (M) = {Pdiag (61ﬁ7 . ,gnﬁ) P | PeGLy(R) et V1 <i<n,e € {1, 1}}

Soit M = (a;,j)1<i<n une matrice de M, (R) qui commute avec A .

Notons A :diagl;(g,dié.,un) avec A; = p; si i € Jy, avec

Jo=[l,m] et Jy=[n1+ - +ng+1, ni+---+ngy1] pour k € [1,r —1].

Le calcul de la question 2)b) donne (p; — ;) a;,; = 0 pour tout ¢ et j dans [1,n] .

Siie JyetjeJ,avec ket hdans [1,7—1] et k # h , alors p; = X\; , 1 = Aj et p; — p; # 0 ce qui

donne a; ; = 0. Donc tous les coefficients de M sont nuls & ’exception peut-étre des coefficients a; ;
Ay (0)

tels que (4,7) € Jx x Ji pour k € [1,7 — 1] , cela signifie que M est de la forme ,
(0) A,

ou pour tout ¢ de [[1,7] , A; est une matrice de taille n;.

Autre méthode : Soit M une matrice de M,,(R) qui commute avec A, soit f et g les endomor-

phismes de R™ canoniquement associés, respectivement, & A et M , notons B =(eq,..,e,) la base

canonique de R™.

Posons pour k dans [1,r — 1] Br=(e;)ics, et Fr =Vect(By) . On a alors :

n—1
R™ = @ Fy , pour tout k dans [1,r — 1] , F, = ker(f— Mg id) , et dim Fy, = ny.
k=0
On a g commute avec f , donc pour tout k dans [1,7 — 1], g commute avec f— Ay id par suite Fy

est stable par g .
Posons Matg, (9|r,) = Ar € My, (R), on a alors

Ay (0)
M = Matp(g) =
© 4
Ay (0)
b) Les éléments de R, (A) sont de la forme , ou pour tout 7 de [1,7] , A; est une
(0) A,



matrice de taille n;, et évidement les matrices de cette forme sont dans R, (A).

Ay (0)
Ainsi | R, (A) = | A; e M,,,(R), Viel]l,r]
(0) Ay
2. On muni M, (R) de la norme N définie par N(M) = max [m;;|, pour toute matrice M = (m;;), ., i<n

a)

b)

<)

1<i,j<n
On a S? = I, donc S, € Ry (I2). Pour tout ¢ > 1 on a N(S;) = ¢ donc Ry (I3) n’est pas borné dans
Mz (R)

Sq (0)

(0) Lo
N(A,) =q, donc R, (I,) n'est pas une partie bornée de M, (R) .

Soit n > 3, posons A, = ( ) € M,(R), ona A; € R, (I,) et pour tout ¢ > 1 on a

Partie 3

Cas ou A est une matrice nilpotente

On a B% = AP = (,, et B2(P~1) = Ar—1 £ (,,.

On a X2 est un polynéme annulateur de B tandis que X2(P~1) n’est pas annulateur de B | donc
7 divise X?P mais ne divise pas X2~ donc 75(X) = X* avec 2(p — 1) < k < 2p par suite
‘TFB(X) = X% ou mp(X) = X%~1 ‘

IN
‘3

On sait que degmp <n , d’aprés b) on a degmp >2p—1,donc 2p—1<net| p

2. Soit P un polynéme de R[X].

a)

b)

b)

Onama(X) = XP , donc P?— X —1 est annulateur de A si et seulement si 74 (X) divise P2 — X —1,
ce qui est équivalent & P2(A) = I,, + A si et seulement si X? divise P2 — X — 1.
Soit @, le polynéme de R[X] tel que 1+ 2 = Qp(z) + o (zP~1) au voisinage de 0.

Posons /1 +x = Q,(z) + 2P~ te(z) avec &(x) =, 0, en élevant au carré cela donne
x—

1o = Q3x) + a7 (2Qy(2)e(x) + 27 (w))

l+a - Q) , .
— P~ 0, comme la fonction x — 1+ x — Q?(z) est polynomiale alors elle ne
zp—1 z—0 p

contient pas de terme en z* avec k € [0, p — 2] ce qui singifie que X? divise QIQ7 (X)— X —1, par suite
QA =1,+A|.

donc

Soit a e R.Sia=0onal, € R,(@aA+1I,).Sia#0 alors A est nilpotente d’indice p donc
Q2(aA) e Ry (@A +1,).
Ains R, (¢A + I,,) est non vide pour tout a € R.
Soit 8 > 0, on a R, (%A + In) est non vide . Si R € R, (%A + In) alors /R € R, (A+ BI,)
donc R, (A + BI,,) est non vide.

0O -1 0

4. Posons H=134+ N avec N=| 0 0 —1 |.On a N est nilpotente d’indice 3.

0 0 0

D’apres la question 2) on a Q3(N) = I, + N = H donc Q2(N) est une solution de I'équation X2 = H .



2 1 1
Ona\/1+x:1+g—%+o( %) donc Qo(x) +g %.Parsuitng(N)zlg+§N—§N2.
1 1
L =3 —x
Une solution de I’équation X? = H est la matrice [ 0 1 —%
0 1

Partie 4

Cas ou A est une matrice carrée symétrique réelle positive

Soit M une matrice symétrique réelle, d’apres le théoréme spectral M est diagonalisable et M, 1 (R) (ou
R™) admet une base orthonormée (V1, .., V,,) formée de vecteurs propres de M, notons A; la valeur propre

associée a V; , pout ¢ dans [1,n] .

— Si M € 5;(R) alors pour tout X de M, 1(R) , *XMX > 0, en particulier pour ¢ dans {1,..,n} ,
"ViMV; > 0.
On a MV; = \;V; donc 'V;MV; = X\; 'V;V; = A ('ViV; = |Vi||> = 1) , par suite A; > 0.

Donc Si M € S;F(R) alors toutes ses valeurs propres sont positives.
— Supposons que pour ¢ dans [1,n] A; >0 .

n
Soit X dans M,, 1(R) alors il existe ay, ..., @, dans R tels que X = >~ o, V;
i=1

On a MX = Zn:ai)\ﬂ/; et ' XMX = Zn:ai)\i (tXV;), dautre part !XV, = zn: ap ViV, or
(Vi,..,V,) est 1;; base orthonormée M;:jR) donc V3, V; = 0sii #k et 'V, V; = Ii:sli i=k, cequi
donne ' XV, =, et tXMX = i NaZ .

On a pour tout i dans [1,n] )\Zizé 0,donc *XMX >0et M € S} (R).

Soit A une matrice de S;I (R).

a) A est symétrique réelle, d’apres le théoreme spectral elle est diagonalisable et il existe deux matrices,
P orthogonale et D diagonale de M, (R), telles que A= PDP~1 = P.D.!P | D =diag(\1, ..., \n)

b) D’apres la question 1) toutes ses valeurs propres de A sont positives, soit A =diag(v/A1, ...,V A,) et
S = P.A'P,on alors S € ST (R) et 5% =

Soit A € S;F(R) et S et Sz deux matrices de S (R) telles que S? = S5 = A.

Soient P;.P; € GL,(R) et D, =diag(ay,...,a,), Dy =diag(B1, ..., 3,) telles que, S; = PiD P ' et
Sy = PyDyPy !

Comme A € S;F(R) alors a; > 0 et 3; > 0 pour tout ¢ € [1,n] .

a) Ona S} =S52donc PLD?P; "' = P,D3P; " et Py 'PyD} = D3P, ' P, ainsi | PD? = D3P

b) On a PD? = D3P donc D} = P~!D3P. Les matrices Diet D3 sont semblables , elles ont donc
le méme spectre par suite a7 = 32 Vi € [1,n], donc o = B; pour tout i € [1,n] (car a; > 0 et
ﬁi > 0), d’ou D1 = DQ.
De la relation D; = P~ 'DyP et P = P, 'P, , on obtient PyD;P~' = P,DyP; %, clest-a-dire

5=

Partie 5

Etude d’un cas ou A est une matrice complexe



1.

Soit z € C\R™ alors z = re avec # € |—m, 7[ et 7 > 0. z admet deux racines carrées z; = /re'? et
2 = —\/res,

On a Re(z1) = /T cos (g) > 0 car g €]-%, 5[ . Don y = 2 est I'unique complexe tel que Re(y) > 0 et
y? =z

Le résultat est vraie pour n = 1 d’apres la question 1.

On le suppose vrai pour n . Soit T = (tivj)lgi,j§n+l une matrice triangulaire supérieure de M, 1(C),
telle que pour tout ¢ de [1,n+ 1], ¢;; ¢ R™ .

tag oo e tomt1
t t190---t 0
OnaTl = Ll ‘ 12 Lntl ) avee T' =
(0) | T :
0 e 0 tn+1,n+1

Par hypothése de récurrence il existe une matrice triangulaire supérieure X’ = (x; ;) telle que

pour tout i de [2,n + 1] , Re(x; ;) >0et X2 =T".

2<i,j<n+1

T1,1 ‘ a1,.2- 01,41 >

Soit x1,1 'unique racine carrée de ¢1 1 tel que Re(x11) > 0, posons X = ( 0) ‘ 1T

Cherchons aj 2 - - - @1 41 pour que X2=T.
Ona X2 — ‘Til ‘ Y2 Yn+1 | _ t11 ‘ Y2 Yntl avec
0| x7 0|

Y2 = 21,1012 + G12T22

Y3 = T1,101,3 + a12%T2,3 + 01,3733

Yntl = T1,101,n+1 T 01222041 + oo + A1t 1Tnt1,n+1

X2 =T entraine
t1,2 = T1,101,2 + a1,2T22

t1,3 =x1,101,3 + a12T23 + a1,3733

tint1 = T1,101 041 + 1222 041 + oo + Q1L np1Tnt1,041

N D _ . .
La premieére équation s’écrit t1 2 = a1,2 (x1,1 + 22) , puisque Re(z1,1 + z2,2) > 0 alors z11 + 222 # 0 ce

t1,2
zr1,1+T22

Supposons qu’on a calculé aj g, ...,a1 x—1 pour k € {2,...,n} la k—ieme équation donne :

qui donne a; 2 =

t1,k—0Q1,2%2 k—---—01,k—1Tk—1,k
T1,1+Tk k :

Ainsi par récurrence on calcul les aq 2 - -+ a1 n+1, ce qui définie la matrice triangulaire supérieure X telle

ti,r = 21,101,k + Q1,222 + ... + Q1 Tk , COMME X1 1 + Tp # 0 alors a1k =

que pour tout i de [2,n + 1], Re(z; ;) > 0 et X? =T, et le résultat est vrai a I'ordre n + 1.

Donc pour toute matrice T' = (¢; ;) triangulaire supérieure de M,,(C), telle que pour tout 4 de

1<i,j<n
[1,n] , t;; ¢ R™ il existe une matrice triangulaire supérieure X = (z; ;)

[1,n], Re(z;;) >0et X2=T.

1<ij<n telle que pour tout ¢ de
Soit A dans M,,(C) et Sp(A) NR™ = &. Le polynome caractéristique de A est scindé donc A est trigona-

lisable , il existe une matrice P de GL,(C) et une matrice T' = (¢; ;) triangulaire supérieure , telle

1<i,j<n
que A= PTP~! | puisque pour tout i de [1,n], ¢;; € Sp(A) donc t;; ¢ R~ .

D’apres la question 2) il existe une matrice triangulaire supérieure Y = (y;5), -, i<n telle que pour tout
ide [1,n], Re(y;;) >0et Y2 =T, posons X = PYP~! ona Sp(X)=Sp(Y)C {z€C |Re(z) >0} et

X2 = A



